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Вступ
Вдосконалення методів і способів оптимізації алгоритмів керування 
є однією з основних задач в теорії і практиці систем автоматичного 
керування польотом літальних апаратів (ЛА). Відомі методи оптимізації 
алгоритмів керування, такі як метод Ляпунова в часткових похідних, 
динамічного програмування Беллмана [1], принцип максимуму 
Понтрягіна, як правило, зв’язані з необхідністю мати широкий спектр 
знань про параметри польоту і необхідністю набору  суттєвих процедур 
для отримання прийнятних характеристик керування, зазвичай 
компромісних з можливостями реалізації мають певні недоліки. В цьому 
відношенні сучасна теорія  аналітичного конструювання Калмана-Лєтова в 
теоретичному плані дає можливість визначити структуру і параметри 
системи керування польотом літальних апаратів. Теорія аналітичного 
конструювання створена і розроблена відомими вченими Р. Калманом,
А. М. Лєтовим і А. А. Красовским [2]. При цьому теоретичні проблеми в 
загальній постановці задачі і шляхах її вирішення виконані Калманом і 
Лєтовим [1], а подальший розвиток теорії і особливо інженерні програми, 
що дозволяють вирішувати конкретні задачі синтезу, запропоновані і 
розроблені А. А. Красовским [2]. 
В роботі [3] викладено методику синтезу методом аналітичного 
конструювання. В роботі [4] розглянуто синтез системи автоматичного 
керування повздовжнім методом аналітичного конструювання, а в роботі 
[5] бічним рухом безпілотного літального апарату (БПЛА) методом 
кореневого годографа. Але ніхто не розглядав синтез системи 
автоматичного керування бічним рухом БПЛА методом аналітичного 
конструювання. До того ж мало хто займався дослідженням впливу дій 
випадкових завад на характеристики такої системи.
Постановка задачі
Метою статті є розробка алгоритму траєкторного автоматичного 
керування бічним рухом безпілотного літального апарату, за допомогою 
синтезу системи методом аналітичного конструювання. Тобто необхідно 
підібрати такі коефіцієнти закону керування, за яких якість перехідного 
процесу по кожному з параметрів буде найкращою. Оцінка якості 
перехідного процесу проводитиметься за допомогою інтегрального 
квадратичного методу оцінки. 
Основний зміст роботи
Під дією збурюючих моментів fM  та управляючих сигналів Зx
виникають відхилення літака за кутом крену. При цьому відбувається 
зміна кутових параметрів ЛА, а саме кута крену  ,кута рискання ψ, кута 
ковзання  , та кутової швидкості крену x , які сприймаються 
відповідними датчиками (рис. 1). На виході глобальної системи 
позиціонування (GPS), безплатформенної інерціальної навігаційної 
системи (БІНС), датчика ковзання (ДК) та датчика кутової швидкості 
(ДКШ) маємо пропорційні сигнали напруг за кутом крену x , кутом
рискання x , кутом ковзання X  та кутовій швидкості крену xx . Далі вони 
надходять в обчислювач, а також сигнал керування 3x , та перетворює за 
певним законом керування у сигнал управління. Керуючий сигнал 
подається на сервопривід (СП). Сервопривід перетворює сигнал напруги у 
механічне переміщення елеронів ЛА э .
Математична модель
Система лінеарізованних рівнянь ізольованого бічного руху з 
урахуванням має вигляд [2]:
Рис. 1. Функціональна схема системи автоматичного керування 
(САК) бічним відхиленням БПЛА:
П – підсилювач; РМ – рульова машина; Е – елерони; ЛА – літальний 
апарат; ЗЗ – зворотній зв'язок; БІНС – безплатформена інерціальна 
навігаційна система;ДК – датчик ковзання; ДКШ – датчик кутової 
швидкості.
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де  – кут крену,  – кут ковзання,  – кут рискання,  – лінійне бічне
відхилення,  – кут шляху.
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Коефіцієнти, які входять в систему рівнянь (1), визначаються із 
співвідношень:
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Якщо задати коефіцієнти моделі бічного руху, то отримаємо 
наступну систему рівнянь:
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)
Представимо систему з семи диференційних рівнянь, що описують 
кутові рухи в бічному каналі БПЛА у матричному виді. У загальному виді 
вона виглядає так:
X A X B U    . (3)
Рівняння (3) називається рівнянням стану системи.
Послідовність змінних вектору стану
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Отримуємо з урахуванням (2 – 4)
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У режимах, близьких до прямолінійного горизонтального польоту з 
постійною швидкістю, коефіцієнти майже не змінюються, і систему 
рівнянь можна вважати стаціонарною.
У рівнянні (5) компоненти 1 7( )x x  характеризують поводження 
системи в часі або стан системи, тому вони називаються змінними стану. 
Разом вони утворюють вектор стану X . Компоненти U ( , )э н  – це 
керуючі впливи.
Синтез системи методом аналітичного конструювання
Лінійно-квадратичний регулятор – у теорії керування один з видів 
оптимальних регуляторів, що використовує квадратичний функціонал 
якості. Задача, у якій динамічна система описується лінійними 
диференціальними рівняннями, а показник якості являє собою 
квадратичний функціонал, називається задачею лінійно-квадратичного 
керування. Широке поширення одержали лінійно-квадратичні регулятори 
(LQR) і лінійно-квадратичні гаусові регулятори (LQG).
Для безперервних лінійних систем, що описуються у просторі станів 
системою рівнянь [2]
x A x B u   
з критерієм оптимальності [7]
 
0
( ) T TJ u x Qx u Ru dt

 
  
,
де Q, R – параметри критерію якості керування. Q – коефіцієнт якості 
перехідного процесу, R – мінімізація витрати енергії. Закон керування по 
негативному зворотному зв’язку, знайдений по LQR-алгоритму, повинен 
мінімізувати критерій оптимальності:
1 Tu R B S  ,
де з рішення рівняння Ріккаті знаходять P [2]
1 0T TA P PA PBR B P Q    . (6)
У програмному пакеті MATLAB існує функція DLQR, яка обчислює 
матрицю коефіцієнтів регулювання K для системи із жорстким зворотним 
зв’язком , із середньоквадратичним функціоналом якості.
При цьому обчислюються матриця S, яка є рішенням рівняння 
Ріккаті (6) та власні значення Е матриця (A – BK). При цьому К отримуємо 
з рівняннь u Kx   та 1 Tu R B S .
Для оцінки ефективності отриманого регулятора проводимо 
моделювання системи в пакеті Sіmulіnk (рис. 2), застосовуючи у 
зворотному зв’язку значення коефіцієнтів, отриманих за допомогою 
функції DLQR:
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Рис. 2. Система автоматичного керування побудована в Simulink
Для отриманих коефіцієнтів матриці К побудуємо графіки 
перехідних процесів (рис. 3 – рис. 10).
Рис. 3. Графіки перехідних процесів системи автоматичного 
керування
Рис. 4. Перехідний процес для x Рис. 5. Перехідний процес для y
Рис. 6. Перехідний процес для  Рис. 7. Перехідний процес для 
Рис.8. Перехідний процес для  Рис. 9. Перехідний процес для z
Рис. 10. Перехідний процес для a
Як бачимо, отримані коефіцієнти законів керування дають задовільні
результати при моделюванні системи і отримані графіки перехідних 
процесів мають прийнятний вигляд.
За результатом аналізу найкращого перехідного процесу, який був 
вибраний з вищенаведених графіків, були отримані закони керування:
1.0014 0.9187 1.7269 0.0909 0.0281 1.3031э x y az           
0.0001 0.5116H y    
Найбільш зручним для оцінки якості перехідних процесів є 
інтегральний квадратичний критерій. Цей критерій також використався 
для оцінки якості А. А. Красовським та ін.
2
2
0
( ) ,ипJ y t dt

 
Графічні зображення залежностей інтегральної квадратичної оцінки 
якості від зміни коефіцієнтів регулятора, що отримані з допомогою 
спеціального редактора пакету MatLAB зображені на рис. 11 (а, б, в, г, д, е, 
ж).
а) б)
в) г)
д) е)
ж)
Рис. 11. Залежність інтегральної квадратичної оцінки якості від 
коефіцієнтів 
X
K  (а), yK  (б), K  (в), K  (г), K (д), zK  (е), aK
(ж)
Як видно з графічних зображень отриманих за допомогою 
спеціального редактора пакету MatLAB, саме отримані в попередніх 
пунктах коефіцієнти закону руху елеронів мають найкращі показники 
інтегральної квадратичної оцінки якості. 
Висновки 
Побудовано функціональну схему автоматичного керування бічним 
рухом безпілотного літального апарату і отримано математичну модель 
руху.
Отримані результати порівняно з результатами синтезу системи 
методом кореневого годографа, що представлений в роботі [5]. З останніх 
графіків видно, що використання сучасного методу синтезу і 
квазістаціонарної математичної моделі дозволяє значно спростити 
процедуру синтезу алгоритмів та визначити їх значення для прийнятних 
характеристик перехідного процесу, підвищити якість перехідного 
процесу, а значить і точність системи автоматичного керування бічним
рухом БПЛА. Можна точно визначити позначення передатних чисел, 
забезпечуючи мінімальні квадратичні оцінки, тобто найкраще керування
(мінімальні час і похибку перехідного процесу). Треба дослідити цей метод 
і такий підхід.
Матеріали роботи будуть використані при проведенні подальших 
досліджень по впливу випадкових перешкод на систему.
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